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Re´sume´ – La combinaison MIMO-OFDM connaˆıt un inte´reˆt grandissant et sera sans aucun doute retenue dans les futurs
syste`mes de te´le´communications haut de´bits. Cependant, l’inconve´nient majeur de ces syste`mes re´side dans le proble`me du
PAPR en e´mission du fait de la modulation OFDM. Dans cet article, nous nous plac¸ons a` la re´ception pour e´tudier l’influence
des syste`mes MIMO et du canal de propagation sur la distribution du PAPR du signal rec¸u, avant l’amplificateur faible bruit.
Des expressions mathe´matiques de la distribution du PAPR sont propose´es dans le cas de canaux gaussien et de Rayleigh.
Abstract – Multiple-input multiple-output orthogonal frequency division multiplexing systems (MIMO-OFDM) has became a
promising candidate for high performance 4G broadband wireless communications. However, like OFDM, one main disadvantage
of MIMO-OFDM is that the signals transmitted on different antennas may exhibit a prohibitively large peak-to-average power
ratio (PAPR). In this paper, the influence of gaussian and flat Rayleigh fading channel on the PAPR of MIMO-OFDM passband
signals at the receiver-side have been analyzed. A mathematical expression for complementary cumulative distribution function
(CCDF) of the PAPR has been derived which depends on the number of transmitting antennas and the parameters of the channel.
1 Introduction
Depuis Telatar [1], les syste`mes MIMO ont fait l’objet
d’inte´reˆts conside´rables, du fait des de´bits pouvant eˆtre at-
teint dans des canaux se´ve`res de type multitrajets. Ainsi,
compare´s a` des syste`me mono antenne, il a e´te´ montre´
que dans un canal de Rayleigh a` e´vanouissements plats,
la capacite´ des syste`mes MIMO pouvait eˆtre ame´liore´e
d’un facteur de´pendant du minimum entre le nombre d’an-
tennes e´mettrices et re´ceptrices [2, 3]. De plus, pour des
applications a` haut de´bit et a` large bande, la combinaison
du MIMO avec l’OFDM tend de plus en plus a` s’imposer.
Cependant, les verrous technologiques sont importants.
En se plac¸ant dans un contexte MIMO-OFDM, un des
inconve´nients inhe´rents a` l’OFDM fait l’objet de cet ar-
ticle, a` savoir le proble`me du Peak to Avearage Power
Ratio (PAPR). Classiquement aborde´ au niveau de l’am-
plificateur d’e´mission, le proble`me du PAPR se repose a` la
re´ception, au niveau du Low Noise Amplifier (LNA). Du
fait de la multiplication des signaux d’e´mission propre aux
syste`mes MIMO, nous pouvons nous attendre a` une aug-
mentation du PAPR en re´ception, en comparaison avec
un syste`me SISO classique. Le canal de propagation va
donc jouer un roˆle important dans l’estimation du PAPR
en re´ception, ce qui fait l’objet de cet article. Les canaux
conside´re´s sont des canaux de Gauss et de Rayleigh.
La structure de l’article est ainsi la suivante : la deuxie`me
partie donne quelques de´finitions lie´es au PAPR. Dans
la troisie`me partie, le syste`me MIMO-OFDM utilise´ dans
cette e´tude est pre´sente´. L’ide´e principale de ce papier est
e´voque´e dans les quatrie`me et cinquie`me parties ou` l’in-
fluence des canaux gaussiens et de Rayleigh a` e´vanouisse-
ments plats sur la distribution du PAPR sont respective-
ment e´tudie´s. Des re´sultats de simulation sont pre´sente´s
et l’article se termine par une conclusion.
2 De´finitions du signal OFDM et
du PAPR
Les notations utilise´es dans cet article sont les suivantes.
Les vecteurs dans les domaines fre´quenciels, temporels en
bande de base et en radio fre´quence sont respectivement
repre´sente´s par des lettres majuscules en caracte`res gras,
des lettres minuscules en caracte`re gras note´es (˜·) et des
lettres minuscules en caracte`res gras sans (˜·). Les scalaires
sont repre´sente´s par des lettres minuscules normales.
Le principe de la modulation OFDM est le suivant. Un
ensemble deN symboles de donne´es Sk ou` k = 0, 1, ..., N−
1, range´es dans un vecteur S, va eˆtre transmit en paral-
le`le de fac¸on a` ce que chacun module une sous-porteuse
donne´e d’un ensemble {fk, k = 0, 1, ..., N−1}. Les N sous-
porteuses sont orthogonales, avec fk = k∆f , ou` ∆f = 1/T
et T est la dure´e du symbole d’origine. L’enveloppe com-
plexe s˜(t) du signal OFDM sur une dure´e de symbole T
peut alors eˆtre exprime´e par :
s˜(t) =
1√
N
N−1∑
k=0
Ske
j2pifkt, t ∈ [0, T ]. (1)
Le signal radio fre´quence e´mis s(t) est alors donne´ par :
s(t) = <[˜s(t)ej2pifct], (2)
ou` fc est la fre´quence porteuse et <(·) la partie re´elle.
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Pratiquement, le signal s(t) est nume´rique et sure´chan-
tillonne´ ce qui peut eˆtre e´crit sous la forme :
s˜(n/L) =
1√
LN
N−1∑
k=0
Ske
j2pikn
NL , t ∈ [0, NL− 1], (3)
ou` L est le facteur de sur-e´chantillonnage. Ainsi, S est
obtenu de s˜ par une IDFT (transforme´e discre`te de Fourier
rapide inverse) selon :
s˜ = IFFT (S). (4)
Les e´chantillons complexes du signal OFDM dans le
domaine temporel sont approximativement distribue´s sui-
vant une loi gaussienne a` cause de l’inde´pendance statis-
tique des porteuses (the´ore`me de limite centrale). Du fait
de cette loi, le PAPR est une mesure permettant de quan-
tifier l’importance de la valeur instantane´e de ces e´chan-
tillons, relativement a` leurs valeurs moyennes. On le cal-
cule ge´ne´ralement sur la puissance du signal. Il est de´finit
par :
PAPR{s(t)} =
max
t∈[0,T ]
|<[˜s(t)ej2pifct]|2
E{|<[˜s(t)ej2pifct]|2} , (5)
ou` E{u} repre´sente l’espe´rance mathe´matique de u.
Conside´re´ comme une variable ale´atoire, le PAPR sera
e´value´ a` l’aide de sa fonction de distribution comple´men-
taire (CCDF pour l’acronyme anglo-saxon). Elle est don-
ne´e par :
CCDFPAPR(PR0) = Pr[PAPR > PR0]. (6)
Dans un contexte OFDM a` N porteuses, la CCDF du
PAPR du signal nume´rique en bande de base (pour L=1)
est approximativement donne´e par [6] :
Pr[PAPR{s˜(n)} > PR0)] ≈ 1− (1− e−PR0)N . (7)
Cette dernie`re e´quation est une tre`s bonne approxima-
tion de la distribution du PAPR de s˜(n), mais diffe`re de
la distribution du PAPR de s˜(t) de plus d’un dB . D’apre`s
[6],
Pr[PAPR{s˜(t)} > PR0)] ≈ 1− (1− e−PR0)2.8N . (8)
La valeur de 2.8 a e´te´ obtenue par simulation. Le PAPR
de s˜(n/L) s’approche du PAPR de s˜(t) lorsque L tend
vers l’infini. Dans la pratique L = 4 est assez grand pour
de´tecter la pre´sence des pic en temps-continu avec une
pre´cision satisfaisante [7].
3 Analyse du PAPR d’un syste`me
MIMO-OFDM dans un canal gaus-
sien
3.1 Mode`le du syste`me MIMO-OFDM
Le syste`me MIMO-OFDM utilise´ dans cette e´tude est
repre´sente´ sur la Fig. 1. Les acronymes CNA, HPA, et
LNA sont respectivement associe´s au convertisseur nume´rique-
analogique, a` l’amplificateur de puissance et a` l’amplifica-
teur a` faible bruit .Chacune des sous-porteuses est inde´-
pendamment module´e en utilisant une modulation d’am-
plitude en quadrature (QAM).
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Fig. 1 – Structure d’un syste`me MIMO-OFDM 2× 2
Pour simplifier les notations dans le reste de l’article,
on note les signaux en temps-continu par des lettres mi-
nuscules en caracte`re gras et leur e´chantillons en temps-
discret par des lettres minuscules normales.
Chaque e´chantillon des signaux e´mis en temps-discret
s1 et s2 (Fig.1) suit une loi gaussienne de moyenne nulle
et de variance σ2s .
Dans ce travail, nous supposons l’utilisation a` l’e´mis-
sion d’ amplificateurs de puissance ide´aux avec des gains
unitaires.
3.2 De´veloppements the´oriques
Dans cette partie, nous e´tudions la distribution du PAPR
du signal rec¸u y1(t) dans le cas d’un canal gaussien (voir
Fig.1). Ce signal peut eˆtre exprime´ par :
y1 = s1 + s2 + b, (9)
ou` b est un bruit blanc additif gaussien (BBAG).
En conside´rant z1 = y21, la densite´ de probabilite´ d’un
e´chantillon quelconque de z1 est alors donne´e par [9] :
fz1(z1) =
1√
z1
1√
2piσy1
e
− z1
2σ2y1 U(z1), (10)
ou` σ2y1 = σ
2
s1 + σ
2
s2 + σ
2
b, ou` fy1 suit une loi gaussienne
et ou` U est la fonction e´chelon unite´.
La CCDF du PAPR du signal rec¸u continu y1 est alors
approximativement donne´e par :
Pr[PAPR{y1} > PR0] ≈ 1− (erf(
√
PR0√
2
))2.8N . (11)
Ce re´sultat peut eˆtre ge´ne´ralise´ : dans un contexte d’un
canal gaussien et pour un syste`me MIMO-OFDM, les si-
gnaux e´mis et rec¸us suivent tous des lois gaussiennes. La
conse´quence est que le canal gaussien n’influence pas la
distribution du PAPR des signaux rec¸us, et ceci quelque
soit la valeur du rapport signal sur bruit. Des re´sultats de
simulation sont pre´sente´s Fig.3.
1122
4 Analyse du PAPR d’un syste`me
OFDM dans un canal de Ray-
leigh a` e´vanouissement plat
4.1 Le mode`le de canal de Rayleigh a` e´va-
nouissement plat
Le canal de Rayleigh a` e´vanouissement plat est un mo-
de`le beaucoup utilise´ pour les transmission a` bande e´troite
sur des canaux sans fil et radio mobiles. Ce mode`le a e´te´
adopte´ dans cet article. Dans un canal de Rayleigh a` e´va-
nouissement plat, toutes les fre´quences du signal sont atte´-
nue´es par le meˆme facteur. Pour un e´chantillon quelconque
en temps-discret, le signal rec¸u y peut eˆtre e´crit comme :
y = αs+ b, (12)
ou` α est l’amplitude d’e´vanouissement et s est l’e´chan-
tillon du signal e´mis. L’amplitude d’e´vanouissement α peut
eˆtre de´crite selon une variable ale´atoire de Rayleigh [8].
4.2 Etude du cas SISO-OFDM
Tout d’abord, commenc¸ons par le calcul de la CCDF
du PAPR du signal rec¸u pour un syste`me SISO-OFDM
illustre´ sur la Fig. 2.
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Fig. 2 – Structure d’un syste`me SISO-OFDM
On peut ainsi e´crire
y = αs+ b = x+ b,
ou` α est une variable ale´atoire de Rayleigh.
La densite´ de probabilite´ de x = αs, (ou` s est un signal
OFDM qui suit une loi gaussienne de moyennes nulle et
de variance σ2s ) est alors [9]
fx(x) =
∫ +∞
−∞
fα(
x
s
)fs(s)
1
|s|ds. (13)
Apre`s quelques de´veloppements, nous obtenons :
fx(x) =
1
2σασs
e−
|x|
σασs . (14)
En conside´rant z = y2, on obtient alors :
Fz(z) =
1
2
[2erf(
√
z√
2σb
)
+e
σ2b+2σασsy
2σ2ασ
2
s erfc(
σ2b + σασsy√
2σασsσb
)
−e
σ2b−2σασsy
2σ2ασ
2
s erfc(
σ2b − σασsy√
2σασsσb
)], (15)
ou` erfc(·) est la fonction d’erreur comple´mentaire de´fi-
nie comme erfc(·) = 1− erf(·).
Puis, graˆce a` l’inde´pendance desN e´chantillons, la CCDF
du PAPR du signal rec¸u continu peut eˆtre approche´e par :
Pr[PAPR{y} > PR0] ≈ 1− [erf(
√
Pm.PR0√
2σb
)
+
1
2
e
σ2b+2σασs
√
Pm.PR0
2σ2ασ
2
s erfc(
σ2b + σασs
√
Pm.PR0√
2σασsσb
)
−1
2
e
σ2b−2σασs
√
Pm.PR0
2σ2ασ
2
s erfc(
σ2b − σασs
√
Pm.PR0√
2σασsσb
)]2.8N ,
ou` Pm = Pm = 2σ2ασ
2
s +σ
2
b est la puissance moyenne de
y.
La Fig. 3 montre les trace´s des CCDFs du PAPR du
signal rec¸u dans deux cas (canal BBAG et canal de Ray-
leigh a` e´vanouissements plats). Ces courbes sont obtenues
par simulation de 105 symboles avec N = 1024 sous-
porteuses module´es par une modulation 4-QAM. Le rap-
port signal sur bruit est e´gal a` 10dB. Le facteur de sur-
e´chantillonnage est L = 4. On peut constater a` partir de
cette figure que pour une probabilite´ de 10−2, le canal de
Rayleigh a` e´vanouissements plats de´grade le PAPR d’en-
virons 5dB compare´ au canal gaussien. On peut e´galement
voir que la similitude entre la the´orie et la simulation est
parfaite.
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Fig. 3 – CCDFs du PAPR du signal rec¸u pour SISO-
OFDM (canaux BBAG et Rayleigh a` e´vanouissements
plats)
4.3 Etude du cas MIMO-OFDM
Nous allons maintenant rechercher la distribution du
PAPR du signal y1 d’ un syste`me MIMO-OFDM a` deux
antennes repre´sente´ sur la Fig.1. A partir de cette figure,
un e´chantillon du signal rec¸u peut eˆtre exprime´ par :
y1 = α1s1 + α2s2 + b
= x1 + x2 + b = x+ b. (16)
ou` x1 = α1s1 et x2 = α2s2 sont suppose´s inde´pendants
et x = x1 + x2. La densite´ de probabilite´ de x peut eˆtre
e´crit comme :
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fx(x) =
∫ ∞
u=−∞
fx1(u)fx2(x− u)du
=
βe−
|x|
β − γe− |x|γ
2(β2 − γ2) ; β 6= γ
=
e−
|x|
δ (δ + |x|)
4δ2
; δ = β = γ, (17)
ou` β = σα1 .σs1 et γ = σα2 .σs2 .
La CCDF du PAPR du signal continu y1 dans le cas de
β 6= γ peut alors eˆtre exprime´e par :
Pr[PAPR{y1} > PR0] ≈
1− [ 1
2(β2 − γ2) (2(β
2 − γ2)erf(
√
Pm.PR0√
2σb
)
+β2e
σ2b+2β
√
Pm.PR0
2β2 erfc(
σ2b + β
√
Pm.PR0√
2βσb
)
−β2e
σ2b−2β
√
Pm.PR0
2β2 erfc(
σ2b − β
√
Pm.PR0√
2βσb
)
−γ2e
σ2b+2γ
√
Pm.PR0
2γ2 erfc(
σ2b + γ
√
Pm.PR0√
2γσb
)
+γ2e
σ2b−2γ
√
Pm.PR0
2γ2 erfc(
σ2b − γ
√
Pm.PR0√
2γσb
)]2.8N ,
ou` Pm = 2(β2 + γ2) + σ2b est la puissance moyenne de y1.
La CCDF du PAPR de y1 dans le cas de β = γ = δ
peut eˆtre exprime´ par :
Pr[PAPR{y1} > PR0] ≈
1− [ 1
4δ2
(4δ2erf(
√
Pm.PR0√
2σb
)
+λ1erfc(
σ2b + δ
√
Pm.PR0√
2δσb
)
−λ2erfc(σ
2
b − δ
√
Pm.PR0√
2δσb
))]2.8N , (18)
ou` λ1 = (2δ2 − σ2b − δ
√
Pm.PR0)e
σ2b+2δ
√
Pm.PR0
2δ2 ,
et λ2 = (2δ2 − σ2b + δ
√
Pm.PR0)e
σ2b−2δ
√
Pm.PR0
2δ2 .
Dans le dernier cas, Pm = 4δ2 + σ2b est la puissance
moyenne de y1.
La Fig. 4 illustre la CCDF du PAPR en utilisant les
meˆmes parame`tres de simulation que ceux du cas SISO-
OFDM. On peut noter que le PAPR diminue en fonction
du nombre d’antennes d’e´mission.
5 Conclusions
Dans cet article, nous avons de´crit l’influence des ca-
naux de Gauss et de Rayleigh (a` e´vanouissements plats)
sur la distribution du PAPR du signal rec¸u : en se basant
sur une analyse mathe´matique appuye´e par des simula-
tions, nous avons montre´ que le signal sur une des antennes
de re´ception d’un syste`me MIMO-OFDM a une distribu-
tion du PAPR e´gale a` celle des signaux e´mis, ceci pour un
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Fig. 4 – CCDFs du PAPR du signal rec¸u pour SISO,
MIMO(2,2) and (4,4) (canal de Rayleigh a` e´vanouissement
plat),SNR = 10dB
canal gaussien. En ce qui concerne le canal de Rayleigh, les
de´veloppements montrent une de´gradation du PAPR (par
rapport au cas gaussien) dans le cas SISO-OFDM. Dans
un contexte MIMO-OFDM, nous avons montre´, toujours
dans un canal de Rayleigh, que le PAPR diminuait en
fonction du nombre d’antennes d’e´mission.
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